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1. Graphen (18T)
Zank-AG: Schauen Sie sich folgenden Grundriss an:
® Frau Daniels,

Herr Albern, Informatiker

Frau Carl, Physikerin Informationswirtin
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Frau Broyer,
Informatikerin

L)\

)—

Herr Ebert, Mathematiker

Frau Faust N Herr Herwig,
Mathemati ke,rin Wirtschaftswissenschaftler
’7:}\ {5

Herr Gartner,
Wirtschaftswissenschaftler

In diesem Gebédude arbeiten Informatiker, Mathematiker, InWis, Physiker und Wiwis. Informatiker
sprechen nur mit Mathematikern und InWis, Wiwis sprechen nur mit InWis, Mathematiker sprechen
nur mit Physikern und Informatikern, und natiirlich unterhalten sich alle auch mit ihresgleichen.
AuBerdem spricht jeder mit jedem, der in einem Zimmer direkt neben ihm sitzt (Wand an Wand), aber
nicht, wenn er dafiir iiber den Gang laufen muss. Ferner tratscht die Putzfrau nur mit Frauen, wihrend
der Poltergeist sich nur mit Selbstgesprachen unterhilt.

Hinweis: mit ,sprechen® ist ein Dialog gemeint, d.h. wenn Mathematiker sich mit Physikern
unterhalten, dann unterhalten sich Physiker auch mit Mathematikern.
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1.1 Graph (7T)

Erstellen Sie anhand des Gebaudeplans einen Graphen, der zeigt, wer mit wem redet. Stellen Sie dabei
- der Ubersichtlichkeit halber - die Unterhaltungen der Putzfrau in einer anderen Farbe dar.

Losung:

Herr Frau \
Ebert Faust/ "\

Albern Broyer,

Frau -
Daniels

Herr Herr
Herwig Gartner,

1.2 Reprisentationen (5T)

Welche weiteren Darstellungen gibt es ? (1T)
Stellen Sie ihre Losung zu 1.1 in zwei weiteren Représentationen dar. (je 2T)

Losung:
Weitere Darstellungen sind: formal, Adjazenzliste, Adjazenzmatrix

Formale Darstellung: G = (E, K) mit
E = {Herr Albern, Frau Broyer, Frau Carl, Frau Daniels, Herr Ebert, Frau Faust, Herr Gértner,
Herr Herwig, Putzfrau, Geist},
K={{A B}, {AD}, {AE}, {AF}, {B.C}, {B,D}, {B.E}, {B,F}, {B.P}, {C.D}, {C.E}, {CF},
{C.,P}, {D,G}, {D.H}, {D.,P}, {E.F}, {F.G}, {F.P}, {H G}, {Geist, Geist}}
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Adjazenzliste:

A(lbern) — B,D,E. F
B(royer) — A,C,D,E. F,P
C(arl) — B,D,E.F, P
D(anicls) — A, B,C,G H, P
E(bert) — A B,C F
F(aust) — A, B,C,E.G,P
G(artner) — D,F . H
H(erwig) — D, G
P(utzfrau) — B,C, D, F
Geist — Geist
Adjazenzmatrix:
( ABCDEFGHPGeist\
A 1 1 1 1
B 1 1 1 1 1 1
C 1 1 1 1 1
D 1 1 1 1 1 1
E 1 1 1 1
F 1 1 1 1 1 1
G 1 1 1
H 1 1
P 1 1 1 1
KGeist 1 )

1.3 Ecken und Kanten (2T)

Welche Ecken des Graphen haben den hochsten Grad?
Ist der Graph zusammenhéngend?

Losung:

héchster Grad: Frau Daniels, Frau Broyer und Frau Faust (6 Kanten)
zusammenhéngend: nein, wegen Geist

1.4 Zyklen (4T)

Wie lange ist der langste einfache Zyklus im Graphen? Geben Sie diesen an.

Gibt es einen hamiltonschen oder eulerschen Kreis? Geben Sie eine Losung an bzw. begriinden Sie
kurz, falls es keinen hamiltonschen oder eulerschen Kreis gibt, warum dies so ist.

Was ist der Unterschied zwischen einem hamiltonschen und einem eulerschen Kreis?

Losung:

Der liangste einfache Zyklus geht itber 9 Kanten (es gibt mehrere Moglichkeiten), z.B.:
{(C.E). (E, A), (A, B), (B, D), (D.H), (H, G), (G. F), (F. P), (P, ) }

Es gibt weder hamiltonsche noch eulersche Kreise, da es eine isolierte Ecke gibt.
Unterschied der beiden Kreise:

Hamiltonscher Kreis: Zyklus, der jede Ecke genau einmal enthilt
Eulerscher Kreis: Zyklus, der iiber jede Kante genau einmal geht (Konigsberger Briickenproblem)
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2.Floyd-Warshall (22T)

2.1 Durchfiihrung (15T)

Untersuchen Sie mit Hilfe des Floyd-Warshall-Algorithmus, ob ein von einem Mitarbeiter
eingestreutes Geriicht alle anderen Mitarbeiter erreichen kann (der Geist steht nicht auf der

Gehaltsliste und ist somit kein Mitarbeiter!).

Losung:
(jede Matrix gibt 3T)

Initialisierungsschritt:

Oinit): Der Algorithmus wird tiber die Adjazenzmatrix und die Einheitsmatrix initialisiert.

(ABCDEFGHP\

A 1 1 1 1 1
B 1 1 1 1 1 1 1
C 1 1 1 1 1 1
D 1 1 1 1 1 1 1
=A+E=
S (init) E 1 1 1 1 1
F 1 1 1 1 1 1 1
G 1 1 1 1
H 1 1 1
KP 1 1 1 1 l)
k=1:
Oy = Onivy U { (i, ]) | 10iniry A und AGnj } ~ Wege tiber Ecke A
( A B C D E F G H P\
A 1 1 1 1 1
B 1 1 1 1 1 1 1
C 1 1 1 1 1 1
D1 11 1 (O @T1 11
Sy |BE 1 1 1 (1) 1 1
F 1110 1 1 1 1
G 1 1 1 1
H 1 1 1
KP 1 1 1 1 1)
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k=2:
02 =01 U { (i,]) | 10¢ni B und BOnj } ~ Wege tiber Ecken {A, B}

( A BCDETFGH P)
AT 1 ()1 1 1 )
B 1 1 1 1 1 1 |
cm 1 1 1 1 1 |
D I 1 1 1 1 1 11 1
Sy |E 1 1 1 1 1 1 )
F 1 1 1 1 1 11 1
G | 111
H | 11
\P ) 1 1 1 ()1 y
k=3:
O3 =0 U { (1.]) | 10 C und COyiny § ~ Wege iiber Ecken {A, B, C}
( ABCDETFGH P)
Al 1 1 1 1 1 1
B 1 1 1 1 1 1 1
cC 1 1 1 111 1
D1 1 1 1 1 1 1 11
Sy B 1 1 1 1 1 1 |
F L I 1 1 1 11 1
G | 111
H | 11
\P 1 1 1 1 11 1)
k=4:
O =03 U { (1)) | 10y D und DOy } ~ Wege iiber Ecken {A, B, C, D}
( A B CDEF G H P)
AT 1 1 1 1 1 ()@ 1
B 1 1 1 1 1 1 () () 1
cC 1 1 1 1 1 1 (1) (1 1
D I 1 1 1 1 1 1 1 1
Sy |BE 1 1 1 1 1 1 () () 1
F I 1 1 1 1 1 1 () 1
GO @O @ 1@ 11 1 (D
H O @O @O 1 @O @O 1 1 (D
\P I 1 1 1 1 1 (O @O 1

Die Matrix ist nun eine Eins-Matrix, also kann der Algorithmus beendet werden. Egal wer ein Geriicht
streut, es erreicht schlieBlich jeden in der Zank-AG.
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2.2 Beweis (7T)
Wie berechnet sich die Kantenzahl aus der Eckenzahl

a. fur einen vollstindigen gerichteten Graphen mit reflexiven Kanten?
b. fiir einen vollstdndigen ungerichteten Graphen mit reflexiven Kanten?

Formulieren Sie ihre Annahme und beweisen Sie diese mit Hilfe der vollstindigen Induktion.

Losung:
a) Annahme: Kantenzahl = (Eckenzahl)?
x steht fiir Eckenanzahl

Induktionsanfang: x=1: k(1)=12=1
Induktionsschritt:  x = x+1: k(x+1)=k(x) + [+ 2x=x*+2x+ 1 =(x + 1)?

Uberlegung des Kanten-Zuwachses bei Hinzunahme eines weiteren Knotens:
1 Kante, die auf den Knoten verweist, sowie je 2 Kanten auf die bestehenden x Knoten = 1 + 2x

[E|
b) Annahme: Kantenzahl = > x
x steht fiir Eckenanzahl xl
Induktionsanfang: x=1: k()=1 E 1

\
Induktionsschritt:  x =>x+1: k(x+1)=k(x)+x+1=2Xx+(x+1)= 2x
x=1 X =
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3 Relationen (14T)

Gegeben sei die Relation R € N X Nmit N = { 1, 2, 3, 4, 5 }, die durch folgende Adjazenzmatrix
definiert ist:

Ol — || =W
[l Rl el K= =1 [E 5
—|— O || =W

el k= N e
o|lo|o|— |

DN =W -

3.1 Beziehungen (2T)

Geben Sie an, ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind.
(Hinweis: die erste Stelle ist der Zeilen-, die zweite der Spaltenindex der Adjazenzmatrix)

2R3
IR1
4-R3
5-R4

Losung:
2R3 ist falsch
IR1 ist richtig
4-R3ist falsch
5-R41st falsch

3.2 Eigenschaften der Relation (4T)

Nennen Sie alle Eigenschaften der Relation R, die unabhéingig von der Belegung der Adjazenzmatrix
sind (1T).

Welche weiteren Eigenschaften von R lassen sich mit Hilfe der Adjazenzmatrix bestimmen ? Ist R
reflexiv, transitiv, symmetrisch, antisymmetrisch ? (2T) Macht dies R zu einer Aquivalenzrelation,
einer Halbordnung oder einer Totalordnung ? (1T)

Losung:
Die Relation R ist eine homogene, zweistellige (bindre) Relation mit endlicher Grundmenge.

R ist reflexiv und symmetrisch, aber nicht antisymmetrisch (da z.B. 1IR3 und 3R1) und nicht
transitiv (da z.B. 1R3, 3R4 aber nicht 1R4).
Damit ist die Relation R keine der oben genannten Moglichkeiten.
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3.3 allgemeine Eigenschaften (8T)

Welchen Einfluss haben Reflexivitit, Transitivitiat, Symmetrie und Antisymmetrie auf die Darstellung

einer Relation als Graph bzw. Adjazenzmatrix ?

Losung:
Eigenschaft Graph Matrix A=a; ymiti,j=1...n
Reflexivitit Jede Ecke hat cine Schleife a;=1Vvi
. Zu je zwei benachbarten Kanten existiert o _ ..
Transitivitit eine direkte Kante gleicher Richtung aj=ap=1=>a;=1Vijk
) Nur bidirektionale Kanten AT
Symmetrie (Schleifen sind bidirektional) A=A
Antisymmetrie Nur unidirektionale Kanten und Schleifen | a;; - a; =0

4. Chomsky-Grammatiken und —Sprachen (6T)

Gegeben sind folgende drei Grammatiken. Bestimmen Sie zu jeder den Typ der Grammatik, die
erzeugte Sprache und den Typ der Sprache.

1. P={S ~ aBC,
aB ~ C|SC,
C ~>C}
2. P={S ~aX|B,
X ~aX | B,
B ~ bB | b}
3. P={S ~ aAb,
aA ~ aa|aaA
Ab ~b|c|bB|cB
B ~ Ab | bB | cB}
Losung:
1. Grammatik: Typ O
erzeugte Sprache: L= {c*|n>0}
Sprache: Typ 3
2. Grammatik: Typ 2
erzeugte Sprache: £={a" [n>0, m> 0}
Sprache: Typ 3
3. Grammatik: Typ O

erzeugte Sprache:

Sprache:

L={a" (b+c)'}
Typ 3
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