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4.2 Pradikatenlogik
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4 Ziele 1/53

» Prazise Beschreibung von Sachverhalten so, dal}

* mit mechanisch durchfuhrbaren, syntaktischen Schllissen inhaltliche,
semantische Eigenschaften festgestellt und Schluf3folgerungen
gezogen werden konnen

» Konsistenz/Widerspruchlichkeit bzw. Vollstandigkeit von Aussagen
festgestellt werden kann

* nachgepruft werden kann, ob das logische Gedanken-Gebaude ein
Modell in der realen Welt besitzt

* Formale Logik ist

* das allgemeinste und genaueste Verfahren zur Spezifikation von
Aufgaben und den Eigenschaften von Losungen, insbesondere der
Korrektheit von Programmen

* Beispiel: Zustande vor/nach einem Zustandsubergang durch
Vor-/Nachbedingungen (pradikatenlogische Formel) charakterisieren

e formale Logik ist Grundlage des logischen Programmierens, des
automatischen Theorem-Beweisens und anderer Zweige der Kl

= digitaler Entwurf von Schaltkreisen ist eine Anwendung der Aussagenlogik

Mathematische und formale Logik sind Synonyme, philosophische und andere Logiken
unterscheiden sich davon
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4 Fullganger-Ampel 2/53

Beispiel:
Eine FulRganger-Ampel darf nur ganz bestimmte Kombinationen an
Lichtzeichen zeigen. Die Funktionsweise kann mittels formaler Logik
beschrieben werden.

A
Die FulRgangerampel zeigt genau dann R
. : Fr Az
grin (Fs), wenn die Verkehrsampel .
nicht griin (7A.) zeigt: ¢ A
Fe=7Ag T ot ((Junhber)
Fr=AgV Ac VU ode

Die Verkehrsampel zeigt genau dann grun, wenn sie weder rot oder
gelb zeigt:

Ag = 7A: AAR  usw.

m Spezifikation mittels formaler Logik
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4.1 Aussagenlogik 3/53

Beispiel: Bauernregeln

» Gibt es Eis und Schnee im Januar, so beginnt sehr kalt das Jahr
» Es gibt Eis und Schnee im Januar
= Also beginnt das Jahr sehr kalt.

—_—

Beispiel:
» Wenn es schneit, dann sind die Stral3en glatt.

» Es schneit.
» Also sind die Stralden glatt.
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4.1 Beobachtungen 4/53

= Wir verknlpfen Aussagen:
* es gibt Eis und Schnee im Januar — das Jahr beginnt sehr kalt
* es gibt Eis und Schnee im Januar
* wir haben die Aussage ,das Jahr beginnt sehr kalt” gefolgert.
* es schneit — die Stral’en sind glatt
* es schneit
* wir haben die Aussage ,die Stral3en sind glatt” gefolgert
= die Art des Schlusses ist dieselbe.
* aus (a - b) und a wurde b gefolgert.
* insbesondere ist der Schlul® unabhangig von konkreten Inhalten.
* konkrete Inhalte sind Interpretationen.
- Schluldfolgern heil3t Formeln syntaktisch herleiten (Kalkul)
m trotzdem ist das auch semantisch richtig! (Korrektheit)
e kdnnen wir auch alles Richtige folgern? (Vollstandigkeit)
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4.1 Aussagenlogische Formeln

aussagenlogische Formel: Term mit Variablen in der initialen
Termalgebra J = (2,V) zur Signatur 2 = { O/0, L/0, 7/1, v/2, A2 }

= die Signatur entspricht der booleschen Algebra %:
O~»1 LT w»(C VeV AsA

e lies: O als  [falsch’
L als ,wahr /y/ Wch¥
- als nicht’ a.  koweld
A als ,und’

v als ,oder’
= aber: wir wissen noch nicht, ob auch die Gesetze V1-V10 gelten!
» atomare Aussage: O, L, p eV, Literal: O, L, p, 7O, 7L, 7p
» syntaktisch korrekt aufgebaute Terme hei3en (syntaktisch) korrekt
e hat nichts damit zu tun, ob sie semantisch wahr sind

Beispiele:

" 7(es gibt Eis und Schnee im Januar) v (das Jahr beginnt sehr kalt)
=X A (YV2) Vordb

= O VX
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4.1 Abkurzungen und Konventionen 6/53

Abkiirzungen: p—-q 2 pvVvq o iwpbzivt q
impliziert (auch: wenn..., dann..., aus ... folgt ...)

(P—~>q)A(qQ-p)
aquivalent (auch: genau dann..., wenn...)

1>

P=q oder peq

——

,:\1/n Pi a2 p,v..vp, (auch beiabzéhlbar vielenp)
l=/l\n P 2 p,A...Ap, (auch beiabzahlbar vielenp)
._\1/0191 2 O QMO.Qaé é'm: N

Api A L jji—q; -

i=1.0 N

= V. A, -, = heillen Junktoren
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4.1 Klammern

7/53

Konventionen zum Weglassen von Klammern:

bindet starker als
bindet starker als
bindet starker als
bindet starker als

-

A
\'
N
<>

/k.\-\d.ﬂ«" R A“:"u"’"‘
F:oavi
- F: ﬁ((l J /{,)

Q —> ,g —> C /@EJL(A"L"

Klammerung von v, A, -, « ist linksassoziativ, z.B. (o —4) —> ¢
XAYANZ =(XAY)AZ

Beispiel.
pPAQ - T
= (pPAQ) — 1
= (pAQ)Vr
= ("(pAQ))vr

D Informatik | WS 03/04 - Prof. Dr. Gerhard Goos

wdt o — (f —><)

4. Formale Logik




4.1 Interpretation von Formeln () 8/53

Ziel: Formeln inhaltlich betrachten, prufen, ob
* Formeln immer wahr sind (allgemeingultig, Tautologie)

* Formeln wahr sein konnen (erfulibar) o gh mindsdea stan Moghikhat
* Formeln nie wahr sein konnen (unerflllbar) N

. . . T ofgomagithy:
dazu mussen Formeln interpretiert werden. 0 T smorfihar

Grundidee:
Interpretation von Formeln durch Abbildung J in eine boolesche
Algebra mit Signatur 2 = { f/0, w/0, /1, v/2, NI12}

* Abbildung durch Umbenennung der Signatur :
O-»f Low w»C VeV AsA

* Tragermenge B = {f, w}, fist ,falsch”, w ist ,wahr®, f<w

* Belegung: Variablenabbildung durch Substitution o= [w/v] bzw. o=
[f/v]

e immer nur endlich viele Variable abbilden!
o in endlich vielen Formeln kommen nur endlich viele Variable vor
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4.1 Interpretation von Formeln (l1) 9/53

Beispiel:
" p A qist erfullbar:

die Variablen (Elementaroperanden) p und q werden jeweils durch w
interpretiert: o = [w/p, w/q] anwenden

* p V 7p ist allgemeingultig:
unabhangig von der Interpretation des Elementaroperanden p ergibt
sich w nach Definition des Komplements

" p A p ist unerfullbar:

unabhangig von der Interpretation des Elementaroperanden p ergibt
sich f nach der Definition des Komplements
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4.1 Belegungen und Interpretationen 10/53

Belegung: Substitution a: V' - {w, f},
endliche Teilmenge V' € V wird abgebildet

Interpretation J_: Abbildung von Formeln nach {f, w} unter Belegung o:
J,(0) =f Jol) =w

—

w wenn Jy F) =f

Io(a) f wennJyu(F)=w

o(a)furaeV J,(7F) = {

—

9 (FAG) ={ ¥v wenn J (F) =wund J (G) =w

sonst

w wenn J F) =w oder J (G) =w
J(FVG) =1+ sonst

Beachte: und und oder werden jetzt inhaltlich (semantisch) interpretiert!
w Die Regel fur =F interpretiert ,7” als ,es gilt nicht"
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4.1 Modell 11/53

Eine Interpretation J; heil3t Modell fur eine Formel F, wenn J(F) = w gilt.
J; heildt Modell fur die Formelmenge &, wenn J_, Modell fur alle F € & ist.

erfillbare Formel F:
es gibt eine Belegung g, so dal} J (F) =w oder:
es gibt ein Modell J; fur die Formel F.

allgemeingultige Formel F:
fur alle Belegungen g ist I (F) = w oder:
alle Interpretationen J, sind Modelle fur F.

unerfillbare Formel F:
fur alle Belegungen g ist J (F) =f oder:
es gibt kein Modell fur F.

Eigenschaft: Eine Formel F ist genau dann allgemeingultig, wenn —~F
unerfullbar ist.
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4.1 Wahrheitstafeln: Beispiel 12/53
*Formelgo = 7°(7"pvqQ) Vv ("qvr) Vv 7p VvV r
z T,

Belegungen /—\/w‘—’—m‘terﬁr_e‘fa‘ﬁm

pla] r] e |™pvag|(7pVva |pVr|(ppVvr| ¢
fl| f f w | W w f w f w
fl flw]w|w w f w f w
flw]|f w f w f w f w
flw]|w]w f w f w f w
w | f f f |w f w f w w
wi| f | w f |lw f w w f w
wi|w | f f f w f f w w
W | w | w f f w f w f w

» Beachte: A v B v C ist wahr, wenn mindestens eine Formel A, B, C
wahr ist.

w @ ist allgemeingultig, weil ¢ unter allen moglichen Belegungen w ist.
» 7(7p v q) ist erfullbar: es gibt Belegungen, unter denen sie wahr wird.
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4.1 Beispiel |l

13/53

¥ =2("(pA("PVQ)VPp)
Zur Abkurzung definieren wir: A = pVvq
B = pA(pvaQ)
C = "Bvp=2(pA(TpVva)Vvp
Belegungen Interpretationen
o) q p A B B C S
f W W f W W f
f W W W f W W f
W f f f f W W f
W W f W W f W f

w- Y unerfullbar, weil die Interpretation unter allen Belegungen f ergibt.
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4 1 Wahrheitstafeln, Aufwand 14/53

» Wahrheitstafel fur eine Formel F mit n Variablen: Tabelle mit 2" Zeilen
* alle Kombinationen von Belegungen der Variablen mit w/f auflisten

* dazu in einer Spalte das Ergebnis e(F) von F angeben
(eventuell auch Ergebnisse von Teilformeln (nur zur Erleichterung))

» F besitzt Modell (F erflllbar): mindestens einmal e(F) = w
» F unerfullbar: immer e(F) = f
» F allgemeingultig: immer e(F) =w

» Aufwand dieser Prufungen: Grofenordnung 2", n = Anzahl Variable
m Aufwand also exponentiell!

= Aufwandsklassifikation:
* P (polynomiell): Aufwand < nk fir festes k

* NP (nicht-deterministisch polynomiell): Aufwand in jedem Einzelfall
polynomiell, aber mindestens exponentiell viele Falle (liegt hier vor)

 EXP (exponentiell): Aufwand immer mindestens proportional zu 2"
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4.1 Folgerungen 15/53

Folgerung einer Formel ¢ aus einer Formelmenge -
Jede Belegung von Variablen, die alle Formeln aus & erflllt, ist auch
eine erfullende Belegung fur ¢.
J (@) =w fir alle Interpretationen J,, die Modell fur & sind.

Notation: ¥ = ¢ steht flr die semantische Folgerung einer Formel ¢ aus

I Iy
einer Formelmenge & T 5 !%%f
A ik,

Beispiel: {p,p-q} £ ¢ Gr T
Belegungen Interpretation | Folgerung P19

f f W f - i,

f " " f - i,

" f f f - B}

w w w w v w

also{p,p—->q} g
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4.1 Kalkule 16/53

Ziel:

Nachweis von Folgerungen ohne Ausrechnen aller Belegungen
» es gibt Eis und Schnee im Januar - das Jahr beginnt sehr kalt
» es gibt Eis und Schnee im Januar

* Wir haben die Aussage ,das Jahr beginnt sehr kalt® gefolgert.
» es schneit - die Stral’en sind glatt

" es schneit

* Wir haben die Aussage ,die Straf’en sind glatt” gefolgert.

Beobachtung:
Die Art des Schlusses ist derselbe.

= Aus Formeln der Form F - G und der Formel F wurde die Formel G
gefolgert.

» Offenbar ist die Folgerung richtig, egal was die Formeln F und G sind
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4.1 SchlufRregeln 17/53

Ziel: syntaktische Herleitung von Folgerungen

Notation: ¥+ ¢ bezeichnet die syntaktische Herleitung einer Folgerung
F=OQ

}_

Beispiel einer Schluflregel: Modus Ponens

¥ - .
Pramisse

g - F->G

¥ - G Konklusion

Beobachtung: Das war genau die Art von Argumentation in den
bisherigen Beispielen.
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4.1 Herleitung

18/53

Anwendung einer Schlufregel:

» Wenn die Folgerungen in den Voraussetzungen (uber dem Strich)

gelten (durch Einsetzen der entsprechenden Formelmengen und
Formeln),

» dann gilt auch die Folgerung in der Konsequenz (unter dem Strich, mit
den entsprechend eingesetzten Formelmengen)

( furFin& \

p,7p,7q, It - P
{p, p, g, Y TP
{p,p,q} + r

~ durcds W L'niu-hpru-d'\

Herleitung von ¥ + ¢: Liste von Folgerungen %, - ¢,, wobei jedes

&~ @, aus vorherigen Folgerungen durch
Anwenden einer SchlufRregel entstent.
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4.1 Diskussion 19/53

Beobachtung: Herleitungen sind ausschliel3lich syntaktisch
w kann im Rechner ablaufen (z.B. in Expertensystemen)

Was hat dies mit der Folgerung & = ¢ zu tun?

korrekter Kalkul + : Wenn & + ¢ hergeleitet werden kann,
dann gilt auch & = .

vollstandiger Kalkdl +~: Wenn & = ¢ qilt,
dann kann auch ¥ +~ ¢ hergeleitet werden

Vollstandige Regelmenge fur aussagenlogischen Kalkul siehe
Buch 4.1.3, sowie Vorlesungen Informatik Il und Formale Systeme
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4.1 Vergleich: - und -

20/53

F-G FrHG
Implikation Ableitung
» Aussagenlogische Abkurzung » Es gilt das Theorem G unter der
far den Ausdruck “FvG Annahme (Axiomenmenge) &.
* kann in einem Programm = Diese Ableitung wird durch
berechnet werden syntaktische Ersetzungen
= [ogische Aussage, die wahr realisiert.
oder falsch sein kann » G ist aus & ableitbar
Beispiel.:
a - b stent fur die einfache Wenn &+ (a—b) gilt, kann man
Boolesche Funktion ~avb : schlie3en, dald (¥Aa) + b qilt:
man kann b folgern, wenn man a
a—1 1 P . .
» zur Formelmenge & hinzunimmt.
b = o
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4.1 Vergleich: Eund + 21/53

FeEG FrHG
Schluf® Ableitung
» G (Folgerung) folgt semantisch | = G (Ableitung) ist in endlich
aus ¥ (Annahme) vielen Schritten aus ¥ mittels
= Die Annahme kann auch leer des Kalkils K (,Regelwerk”)
sein (w Tautologien) ableitbar.
n Voraussetzung: = Auch hier kann die
J(G) = w fiir alle Formelmenge & leer sein.
Interpretationen 7, die Modell
fur & sind.
= korrekter Kalkul K: Was man mittels dem Regelwerk K ableiten
kann, kann auch semantisch aus ¥ gefolgert
werden.

» volistandiger Kalkil K: Alles, was semantisch gefolgert werden kann,
kann man auch mittels einer endlichen Zahl
von Regelanwendungen aus K ableiten.
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4.1 Noch einmal Herleitungen 22/53

Beispiel: Betrachte {p, 'p, 7q, °r} - p
{p, P, 7q,r} - 7p
{p,7p,7q} - r

Beobachtung:

analog kann man fur beliebige Formeln F zeigen, dal} {p, 7p, "q} - F
m neue Schluldregel

¥ - F
¥ - F exfalso quod libet
F - G

» Aus Widerspruchen folgt beliebiges.
* Eine solche Formelmenge % heildt inkonsistent.
* Eine Formelmenge &, die nicht inkonsistent ist, heil3t konsistent.
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4.1 Anwendung

* |[m Eingangsbeispiel ,Ampel“ haben wir das Problem durch
Formelmengen definiert.

» Solche Spezifikationen mussen konsistent sein.

23/53

* Eine inkonsistente Spezifikation kann beliebig implementiert werden.
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4.1 Normalformen 24/53
Disjunktive Normalform: ¢ = V/\LU( ) v ( Ny

i=1j=1

A A/\

wobei L; = p oder L; = 7p flr eine aussagenlogische Variable p ist.
L; heifdt theral
Konlunktlve Normalform: ¢ = /\VL., KNF

Satz: Jede aussagenlogische Formel kann in disjunktiver
und in konjunktiver Normalform geschrieben werden.

Beweis: strukturelle Induktion uber den Aufbau von Formeln
= Literale p, ~p bereits in DNF = G Yy )

» =F, F bereits in DNF: Anwendung von V10 (De Morgan) liefert elnfachere
Formel F', danach eventuell V8,V9

= F =F,vF,, F,, F, bereits in DNF: F in DNF (nach Identifikation sowohl in F, als
auch in F, vorkommender Teilformeln)

= F =F,AF,, F,, F, bereits in DNF: fortgesetzte Anwendung von V5
(Distributivgesetz) (und V8, V9) liefert DNF

= FOr KNF analog

Aufwand NP! Grund: aus DNF kann Erfullbarkeit direkt abgelesen werden
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4.1 Disjunktive Normalform: Beispiel 25/53

Disjunktive Normalform von F =2(7(p A (Tp Vv Q)) V p):

F=="(pA(TpVQ)Ap V10
=((PAP)V(PAQ)ATP Vo
= PAQATP V8: pA7p = O, O weglassen
=0 V8

» Alternatives Verfahren: Aufstellung Wahrheitstafel vgl. Folie 14

» Beispiel: F=2(pvqg) v 7°(7qvr) v 7p Vv r(vgl. Folie 12)
F=pAQArv pAgQATTvV pPATQArv pPATQATTYV
TPAQATVIPAQATTVIPATIQATVIPATQATT
* Prinzip: fur jede Zeile mit Ergebnis e(F) = w bilde konjunktiven Term, in
dem mit w belegte Variable positiv, mit f belegte Variable negiert sind
* Belegung (w,f,w): Termp AqAT

= |m Beispiel kommen alle 23=8 konjunktiven Terme vor, da F
allgemeingultig
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4.1 Junktoren

» Wieviele Operationen 1p bzw. p T q von k aussagenlogischen

26/53

Variablen p, g mit potentiell unterschiedlichem Ergebnis gibt es?
» Antwort: die Wahrheitstafel hat 2k Zeilen, die alternativ O oder L

ergeben kdnnen, also 22 Mdaglichkeiten P Vg
» K = 1: Operationen p, 7p, O, L (identisch wahr/falsch) "2:1
n k =2: 22% = 16: 2
O|lO|L|L|p Kommentar /-‘T\\
7

O|L|O|L]q LI O|O|Ol=(pVvaQ) (pnoraq,
olo|o|ofo identisch O p/q, Sheffer-Strich
O|0|0|L]|pAg L1O|O|L|p=qg pe
O|O|L|O]|™(p~q) |pATq LI O|L|O]™q
O|O|L|L]p LIO|L|L]|qvp |g-p
O|L|O|O|(a>p) |7PAQ Ll L |olo|-p
O|L|O|L

d TN LiL|olL]pvg |p-
O|L|L|O|~(p=qg) (| pxoraq, =

exklusiv. oden | | L [ L [ L | O] ~(p A 9){_p nand q, Peirce Fkt. D

O|L|L|L}pVvq L{L |[L|L]JL identisch L
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4.1 Einsichten und Anwendungen 27/53

» Der Sheffersche Strich, die Peirce-Funktion, sowie die Paare -, A und
7, V. genugen jeweils fur sich, um alle Junktoren auszudricken

* Halbaddierer: p, q als Ziffern 0/1,
Ergebnis ist Summe und Ubertrag (CO), p+q=(s,U)=(pxorq,pAQ)

P )3 S CO: carry out

CO i Cl: carryin

q

= Volladdierer: p +q+ U = (s,U)
= (p xor g xor U, ((p xorg) Au) nor (p AQ))

u )3 S
p— CO

CO

q——
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4.1 Zusammenfassung 28/53

= Aussagenlogik dient der Formalisierung von Aussagen

» Syntax von Formeln basiert auf aussagenlogischen Variablen und den
Operatoren ~(nicht), A (und), v (oder); Variable 2 Aussage

* Die boolesche Algebra ist Grundlage der Interpretation von Formeln.

* Den Wahrheitsgehalt von Formeln kann man mit Wahrheitstafeln
ausrechnen.

» Allgemeingultige Formeln sind immer wahr, erfullbare Formeln kdnnen
wahr werden, unerfullbare Formeln sind nie wabhr.

* Formeln kann man aus Formelmengen semantisch folgern (¥ = F).
* Auch dies kann man syntaktisch mit Wahrheitstafeln nachrechnen.
* Das Nachrechnen mit Wahrheitstafeln ist sehr aufwendig.

= Mit einem korrekten und vollstandigen Kalkul kann man syntaktische
Folgerungen einfacher nachweisen (¥ + F).

* DNF und KNF sind aufwendig herzustellen, aber Grundlage vieler
Anwendungen

* Die Junktoren spielen in der technischen Informatik eine grol3e Rolle
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4.2 Pradikatenlogik 29/53

* Problem:
* in der Aussagenlogik bezeichnen Variable Aussagen

w keine MoOglichkeit Aussagen g?X) tber Objekte X zu machen

« Pradikatenlogik: 4 St % e Varichle o rsacgen Loy
* Variable bezeichnen Objekte, nur in Logik hoherer Stufe
auch Aussagen
o Objekte werden reprasentiert durch Terme einer Termalgebra
* Aussagen p(X) uber Objekte heilden Pradikate (uber X)

* auch Aussagen q(X,Y,...) uber mehrere Objekte moglich:
Pradikatssymbole p, q, ... haben Stelligkeit p/1, g/2, ...

* Pradikate sind atomare Formeln PG A g ( A,§ (@)

e atomare Formeln kann man mit Junktoren verknupfen
m Gesetze und Regeln wie in der Aussagenlogik

vy zusatzlich: mit Quantoren V,3 kann man Pradikate tber alle Objekte
A formulieren oder die Existenz eines Objekts mit p(X) postulieren:
w- V' X: p(X) bzw. 3 X: p(X) VY  Ae L apX)
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4.2 Pradikatenlogik: Beispiel 30/53

Beispiel: Weisheiten

= \Von je zwei Politikern einer Versammlung von Politikern ist wenigstens
einer bestechlich.

= Ein Politiker der Versammlung ist unbestechlich.
» Also sind alle Politiker bis auf einen bestechlich.
Aus Smullyan: Dame oder Tiger, Fischer, 1992

Beobachtungen:

» Diese Weisheiten konnen nicht in Aussagenlogik formalisiert werden,
denn

* wir wissen nicht, wie viele Politiker an der Versammlung teilnehmen.
e wir wissen insbesondere nicht, welcher Politiker unbestechlich ist.
* wir reden von der Eigenschaft, daf® Politiker bestechlich sein konnen

e wir reden von allen Politikern und von der Existenz eines
unbestechlichen Politikers.
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4.2 Beispiel in Formeln 31/53

Beispiel: Weisheiten

= \Von je zwei Politikern einer Versammlung von Politikern ist
wenigstens einer bestechlich.

= Ein Politiker der Versammlung ist unbestechlich.

= Also sind alle Politiker bis auf den einen bestechlich.

Weisheiten als Formeln:

" V¥V p,V p,: inVersammlung(p,) A inVersammlung(p,) A 7(p;= pP,)
— istBestechlich(p,) v istBestechlich(p,)

= Jp: inVersammlung(p) A TistBestechlich(p)

* p,: inVersammlung(p,) A istBestechlich(p,)
- V p,: inVersammlung(p,) A 7(p,=p,) — istBestechlich(p,)

Abklrzungen: VxeU:pstattVx:xeU->p

Vxy.p stattVxVy:p (U implizit bekannt)
(entsprechend fur 4, oft ohne Doppelpunkt oder durch Punkt ersetzt)
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4.2 Beispiel: Sortieren 32/53

Eingabe: Daten (beliebiger Anzahl) in irgendeiner Reihenfolge

Ausgabe: dieselben Daten wie in der Eingabe, aber sortiert

Probleme:

» \Wie sehen diese Daten aus?
» Was heil3t Reihenfolge?

» \Was heildt sortiert?

» \Was heil’t dieselben Daten?
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4.2 Beispiel Sortieren: Antworten 33/53

Wie sehen die Daten aus? Fotad

» Daten stammen aus einem Universum U. (xe U) 1 | georduet wit £

Was heillt Reihenfolge?

= Reihenfolge heildt, dald die Daten in einer Liste (Monoid) angeordnet sind
und die Elemente dieser Liste bilden. (q € U*, x € q) /a\

Was heil’t sortiert? A4 c

= sortiertverlangt, dald U_total geordnet ist mit einer Ordnung <:
VXx: xelU - X<X
VxVy: xeUAyeUAXSYy AYysX - X=Yy
VxVyVz xeUAyeUANzeUAXSYyAYSZ > XSZ\
VxVy: xeUAyelU - x<y v‘ySX
» sortiert bedeutet, dald die Elemente in einer Liste vorliegen, so dal alle

Elemente z, die vor einem beliebigen Element x kommen, < x sind:
isSorted([]) Q= 2 723|

VaaeU - isSorted([a]) 1V 423

2 374

2
VavVqgaeU AgeU® A (g=[)A (VX Xxeq - a<sXx) j\ isSorted(q)
— isSorted(append([a], q))
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4.2 Beispiel Sortieren: Antworten 34/53

Was heildt dieselben Daten ?

» dieselben Daten heildt, dal} alle Elemente der Eingabeliste auch in der
Ausgabeliste vorkommen und umgekehrt, auch mit der selben
Vielfachheit anz. Dazu Pradikat ,ist Permutation®:

[2.,2] # [2]
VxeU: anz(x,[]) =0
V x € U: anz(x,[x]) = 1
VxeUVyelU:x*y->anz(x[y]) =0
VxeUVqq,q"eU: q=append(q,q") - anz(x,q) = anz(x,q") + anz(x,q")
Ve ¢ qgr ¢ Y qVQqtisPerm(q, q) « VxeU:anz(x, q) = anz(x, q')

Eingabe: ge U*
Ausgabe: sort(q) € U*
Ausgabebedingungen: isPerm(q, sort(q)) A isSorted(sort(q))
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4.2 Formeln der Pradikatenlogik 1. Stufe (1) 35/53

Alphabet ist ein Tripel d = (V, Z, 1) mit
» V ist Menge von Variablen
» > ist Signatur von Funktionssymbolen

*MT=NMDuN®u...ist Menge von Pradikats- oder Relationssymbolen
e p € MM heil’t n-stelliges Pradikatsymbol

Terme entstammen der initialen Grundtermalgebra J (2, V) Uber der
Signatur 2 mit Variablen V:

= Jede Variable xeV ist ein Term.

*Wennf/ne und t, t,, ..., t, Terme sind,
dann ist auch f(t,, ..., t,) ein Term
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4.2 Formeln der Pradikatenlogik 1. Stufe (Il) 36/53

atomare Formeln: Wenn t,, ..., t, Terme und p € N n-stelliges
Pradikatsymbol ist, dann ist p(t,, ..., t) eine
atomare Formel

Formeln: e
» Jede atomare Formel ist eine Formel Fed G N
= Wenn F und G Formeln sind, so auch =°F, FvG und FAG “ln@

= Wenn F Formel und x€V Variable ist, dann ist auch ,vx: F* und
,dX: F* eine Formel

Die Quantoren konnen sich nur auf Termvariable beziehen

Pradikatenlogik 2. Stufe:

es gibt auch Variable fur Pradikate und Quantoren konnen sich auch
auf Pradikatsvariable beziehen

* Vp: p(X) - ... ,fur alle Eigenschaften p von X gilt ..."
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4.2 gebundene und freie Variable () . A 3753

. L S’x de = §ydy
Variable x komme in einer Formel F vor. & 4 o
» X heil3t gebunden in F, wenn x-§>‘ d = X
e F hat die Form Vx: F' oder 3Ix: F' ’ Yx@ ?(_34,‘)1&
(F' heild3t Wirkungsbereich des Quantors Vx bzw. 3x) =+
* X kommt nur in einer Teilformel vor, z.B. F = p(y) A Vx: q(X) ga (S@”‘%

» X heil3t frei in F, wenn es aul3erhalb des Wirkungsbereichs eines
Quantors Vx bzw. dx vorkommt

» X kann sowohl frei als auch gebunden sein, z.B. in p(x,y) A VX: q(X)

Vi: neN - 0+n=n Vi ieN — 00t

i

alle Variablen n sind durch den Quantor V n gebunden

NnNeN A VnelN - 7succ(n)=n ne N A Yie N—> " puce (i)t
Das erste n ist frei. Die anderen n sind gebunden.
v ol V2 . - o

vn:(neN - 3n:n=0) VA:(A€N‘_>=7"“°5

Wirkungsbereich des Allquantors:neN - dn: n=0
Aber nur das erste n ist an den Allquantor gebunden. Fur die anderen
verdeckt der Existenzquantor die Variable des Allquantors.
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4.2 Interpretation

38/53

» Gegeben sei ein Alphabet d = (V, 2, ) und eine Struktur A = (U,l)

e U ist nichtleere Menge, der Individuenbereich
das Universum von A

oder

e | ist (partielle) Abbildung, die den f(™ e ¥ Abbildungen If: U™ - U
und den Pradikaten p™ e IN_Relationen Ip € U" zuordnet

= Belegung a: V — U der Variablenmenge von ( in

das Universum U

» Interpretation J, gegeben durch (A,a), bildet alle Variablen, Terme
und Pradikate in das Universum U und Relationen uber U ab

J[a/x] (F): afaralleinF
freien x einsetzen,
dann J anwenden

3

le w wenn J(F) =f
k::’?_ e §J(-F) = 4_ f wennJ(F)=w
Logek " w wenn J(F) =wund J(G) =w
e J(FAG) = *_ f sonst
; w wenn J(F) = w oder J(G) = w
\_,’ JFVG)= | f sonst
; w wenn J [a/x] (F) = w fiirallea € U
f sonst
Y
f

| J(¥x: F) =
e J(Ix: F) =
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sonst

wenn J [a/x] (F) = w fir mindestens eina € U
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4.2 Modelle, Folgerungsbegriff 39/53
* [nterpretation J heildt Modell fur Formel (oder Formelmenge) F, J = F,
wenn J(F) =w

» F heildt erfUllbar/unerfullbar/allgemeingultig, wenn es ein Mo
gibt/nicht gibt/fur alle Interpretationen J(F) = w qilt

» Wie fur die Aussagenlogik gibt es fur die Pradikatenlogik erster Stufe
Kalklle K, um aus einer Formelmenge ¥ eine Formegf F in endlich
vielen Schritten zu folgern, ¥ - F

= Korrektheit eines Kalkuls: Wenn F - F dann F £ F e, dies Ji ollle B e
\ » Vollstandigkeit eines Kalkuls (Godel 1930): Wenn ¥ =Fdann ¥+ F FEr
(bis hierher alles wie in der Aussagenlogik)

» Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik 1. Stufe (Church 1936): Es
gibt keinen Algorithmus, der in endlich vielen Schritten entscheidet, ob)
F+ F qilt

» Unvollstandigkeit der Pradikatenlogik 2. Stufe (Gédel): Die Menge der
semantisch korrekten Formeln der Pradikatenlogik 2. Stufe ist nicht )
aufzahlbar
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4.2 Struktur und Modell (1)

Beispiel: Formel F =3dx dy 4z (P(x,y,z) A P(X,z,y) A P(zY, x))

40/53

Struktur A = (U,l) mit:
U =N\ {0}

P={(r,s,t) | r,s,teN, r<s=<t}
Ist A ein Modell fur die Formel F?
P(x, Yy, z) P(x, z, y) P(z, vy, x)
ist wahr fur; ist wahr fur; ist wahr fur;
X<y X< z z<y
X< Z > X<y —Z< XD
ys<z ZSy y X

—>  Widerspruch <—
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Die Struktur ist also kein Modell fur die Formel.
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4.2 Struktur und Modell (Il) 41/53

Beispiel: FormelF=3dx 3y dz (P(x,y) AP(z,y) A P(X, Z) A 7P(z, X))
Struktur A = (U,l) mit:

U = $(N)
P={(R,S) | R,ScN, RcS}

Ist A ein Modell fur die Formel F?

Relationen:

Px,y)={(X,Y) | X, YEN, XEY}
Pizy)={(Z Y) | Z, YEN, ZcY}
Px,z2)={(X,2) | X,Z€EN, XcZ}
Aus meX folgt meZ, damit IP(x,z) wahr ist.

Aus meZ folgt meY, damit IP(z,y) wahr ist.

Daher gilt xeY, wenn meX; somit gilt IP(X, y).

Sei nun X*Z, meZ\X, also m¢X, dann ist 7IP(z, x) erfullt.

Aus 1.- 4. folgt: Struktur A ist ein Modell fur die Formel: wahle X € Z S Y.

s~
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4.2 Rechenregeln fur Quantoren 42/53

Aus der Definition einer Interpretation folgt, daf} die folgenden
Umformungen bei Formeln mit Quantoren semantisch korrekt sind:

* eine gebundene Variable x darf in einer Formel Qx: F durch eine
Variable y ersetzt werden, wenn y in F nicht frei vorkommt.
Neue Form: Qy: Fly/x] (mitQ e {V, 3}) s : POV A

) N R, i r’
res git ~3x F = vx oF, v F = 3x oF m

1]

wenn X in F, nicht frel vorkommt Ve Iz, i T2
" VX Vy:F=VyVx F VoM T
= Achtung: (3y Vx: F) - (Vx Jy: F) aber nicht umgekehrt

* Beispiel: Stetigkeitsdefinition in der Analysis

Vs>038 50 [\(——&\A{—v | foo —Leg)| < &

Weld dgualt: T To0 Ve >0 Ix-gle¥ — fo-feg) <¢

» also: man darf Variable umbenennen, Negation mit Vertauschung
V3 durchziehen, Quantoren vorziehen und Allquantoren
untereinander vertauschen 2B 2o =aval daum

* man darf nicht immer Existenz- und Allquantoren vertauschen 5=§

l@l Informatik | WS 03/04 - Prof. Dr. Gerhard Goos 4. Formale Logik




4.2 Normalformen () 43/53

Eine Folge von Quantoren P = Qx, ... Qx,, Q e{V, 3} heil3t Prafix
einer Formel F = PF' = Qx, ... Qx, F".
F befindet sich in pranexer Normalform, wenn F' quantorenfrei ist.

Es gilt der Satz:

Jede pradikatenlogische Formel F kann in eine aquivalente Formel G
in pranexer Normalform Uberfuhrt werden.

Beispiel:
F=Vx3y (p(x) A g(X,y)) V 7V x r(x)

Beseitigung der negierten Quantoren und Bereinigung von F:
"F'=Vx3dy (p(X) A q(x,y)) VvV 3z 7r(2)

Quantoren vorziehen:

*F'=Vx3y3Iz (p(x) A q(x,¥)) vV 7r(z)
F"ist in pranexer Normalform.
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4.2 Normalformen (lI) 44/53

Eine pranexe Normalform kann leider nicht so standardisiert werden,
dafl zu Beginn die Allguantoren und dahinter die Existenzquantoren
kommen. Es gibt aber eine semantisch aquivalente Normalform, die
nur noch die Allquantoren aufweist.

Satz: Zu jeder pradikatenlogischen Formel F gibt es eine Formel G mit

G = k2 e
G' X .. V% G, k20 G int aholnisisrie Frvung
* G' quantorenfrei P F

* F ist genau dann erfullbar, wenn G erfullbar ist.

» G heil3t Skolemform von F
Die Skolemform erreicht man, indem man die durch Existenzquantoren
gebundenen Variablen nacheinander durch Skolemfunktionen ersetzt,
die von den Variablen der vorausgehenden Allquantoren abhangt.
fo N Jr.. 7> N X,.. \v'x,\ .- _bkﬁg.-.vw\
Beispiel. Yu v Vx 3y: p(u,v,X,y)
wird ersetzt durch die SkolemformYu Vx: p (u,sk,(u),x,sk,(u,x))
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4.2 Satz von Herbrand 45/53

Jacques Herbrand, 1908-1935, franzosischer Logiker

» Gegeben sei eine Formel (oder Formelmenge) F, 2 € 2 sei die
Menge der in F vorkommenden Funktionssymbole

* enthalt 2 kein O-stelliges Funktionssymbol, so nehmen wir noch
ein solches hinzu

= Die initiale Grundtermalgebra G,(2;) heil3t Herbrand-Universum F(F)
zu F.

" |st 7 = (A,a) ein Modell der Formel F ohne freie Variable
(geschlossene Formel), so kann man daraus ein Modell J' = (#(F), a)
uber dem Herbrand-Universum, die Herbrand-Interpretation, herleiten

» Die Herbrand-Interpretation J' erfillt ebenfalls F und heildt ein
Herbrand-ModeII. dy ¥ 20 vep (£ G TO

b
¥y, S, Ky, { (g0, -Y('{:(y x) \() ¥k¥(’<” g‘(éﬂ) / .

Satz von Herbrand: Wenn eine Formel ohne frele Variable kein
Herbrand-Modell besitzt, so ist sie unerfullbar.
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4.2 Horn-Klauseln, Resolutionskalkul 46/53

Alfred Horn, norwegischer Logiker

= Gegeben seien atomare Formeln p,,...,p,,,q

* Hornklausel: p; Ap, A ... AP,—=QqQ="P{VIP,V..V3P,VQ
* Implikation: m = 1
e Faktum: m=20
* Anfrage: q fehlt

» Resolution (Robert Kowalski): gegeben eine Hornformel %€,
beweise, dal} eine Anfrage G in J€ erfullbar ist. Es gilt # — G mit
geeigneter Variablenbelegung, wenn die Negation
(FH - G)=(F v G) = F A G unerfullbar ist

e wende dazu den Satz von Herbrand an: # A 7G ist unerfullbar,
wenn es ein Gegenbeispiel, d.h. ein Modell fur € - G, gibt

* In der Pradikatenlogik: p;,...,p,,,d, G sind atomare Pradikate uber der
initialen Grundtermalgebra J (X, V) mit Variablen

e alle Variablen sind all-quantifiziert (implizit, Allquantor nicht
explizit geschrieben)

* dem Gegenbeispiel liegt eine Belegung a: V - Gy(2¢) zugrunde

* ermittle a durch Unifikation: bestimme allgemeinsten Unifikator
D Informatik | WS 03/04 - Prof. Dr. Gerhard Goos 4. Formale Logik




4.2 Logisches Programmieren: Prolog 47/53

Alain Colmerauer, franzosischer Informatiker
» [dee von Prolog:
 wende Resolution auf Hornklauseln an

e mache das Verfahren deterministisch, indem die Klauseln in fester
Reihenfolge vorgegeben werden

1 * unifiziere die Anfrage G mit dem ,Kopf“ q der ersten dazu
geeigneten Hornklausel H; lautet diese p, Ap, A ... Ap,,— Q, SO
fuge p,0,...,p,, 0 der Liste zu erfullender Anfragen hinzu

o g: durch die bisherigen Unifikationen definierte
Variablensubstitution

l o Immer die zuletzt der Liste zugeflugte Anfrage wird als erstes
bearbeitet Rlehle 0., P, ...

k * |[aldt sich G so nicht erfullen, so suche die in der Reihenfolge nach
H nachste passende Hornklausel H'

* Gibt es keine solche Hornklausel H', so schlagt die Anfrage G fenhl:
es wird kein Modell fur G gefunden

negation by failure: Wird kein Modell gefunden, so heildt das noch nicht,
ald das Gegenteil wahr ist!
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4.2 Prolog: Schreibweise 48/53

= Konventionen:

* Variablenbezeichner beginnen mit Gro3buchstaben,
alle anderen Bezeichner mit Kleinbuchstaben

e st ein Variablenbezeichner wechselnder Identitat

* Hornklauseln p;, Ap, A ... AP, —Q
* Implikation: q :- p,, ...,p,, - Komma statt A, abschlieliender Punkt
* Faktum: g. abschlielRender Punkt
* Anfrage: 7- G.. abschlielender Punkt
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4.2 Beispiel: formales Differenzieren 49/53
d"‘ﬁ ('\‘—UTMJ ,X, E"ﬁ‘l"““>

Prolog-Programm:

diff(X, X, 1).

diff(C,X,0) .- atomic(C), not(C=X).
diff(U+V,X,DU+DV) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).
diff(U-V,X,DU-DV) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).
diff(U*V,X,U*DV+V*DU) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).

diff(U/V, X, (V*DU-U*DV)/(V*V)) :- diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).

Anfragen:
?- diff(x*x,x,E).
E=x"1+ 1%
?- diff(@*x+b,x,E).
E =a*1+x*0+0
?- diff(x*2,x,E)
no
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4.2 Beispiel: formales Differenzieren

diff(X, X, 1).

diff(C,X,0) .- atomic(C), not(C=X).
diff(C+U,X,D) .- atomic(C), not(C=X), diff(U,X,D).
diff(U+C,X,D) .- atomic(C), not(C=X), diff(U,X,D).
diff(U+V,X,DU+DV) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).
diff(U-V,X,DU-DV) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).
diff(C*X,X,C) .- atomic(C), not(C=X).
diff(C*U,X,C*D) .- atomic(C), not(C=X), diff(U,X,D).
diff(U*C,X,C*D) .- atomic(C), not(C=X), diff(U,X,D).
diff(U*V,X,U*DV+V*DU) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).

diff(U/V,X,(V*DU-U*DV)/(V*V)) - diff(U,X,DU), diff(V,X,DV).

?- diff(x*x,x,E).

E =x*1 + x*1

?- diff(@*x+b,x,E).
E=a

50/53
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4.2 Beispiel: formales Differenzieren 51/53

diff(X, X, 1).
diff(C,X,0) .- atomic(C), not(C=X).
diff(U+V,X,E) :- diff(U,X,DU), diff(V,X,DV), einfach(DU+DV,E).
diff(U-V,X,E) :- diff(U,X,DU), diff(V,X,DV), einfach(DU-DV,E).
diff(U*V,X,E) :- diff(U,X,DU), diff(V,X,DV), einfach(U*DV+V*DU,E).
diff(U/V,X,E)  :- diff(U,X,DU), diff(V,X,DV, einfach((V*DU-U*DV)/(V*V),E).

einfach(0+U,E) .- einfach(U,E).
einfach(U+0,E) .- einfach(U,E).
einfach(U*1+V,E) .- einfach(U+V,E).
einfach(1*U+V,E) .- einfach(U+V,E).
einfach(U*0+V,E) .- einfach(V,E).
\einfach(U+V,E) - e_infachEU,U1), n_ot(U=U1?,
einfach(V,V1), einfach(U1+V1,E).

einfach(U,U).

?- diff(x*x,x,E).
E=x+X

?- diff(@*x+b,x,E).
E=a
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2.3 Eigenschaften von Halbordnungen — ANDERUNG 52553

Gegeben: Halbordnung (U, <) Foli 70 & Wep. 2

fundierte Ordnung: jede nichtleere Teilmenge X von U enthalt
mindestens ein minimales Element x € X U= {ab?

Beispiel: (N, <), aber (Z, <) ist nicht fundiert

artinsche Ordnung: (Emil Artin, 1898-1962, dt. Mathematiker)
jede absteigende Kette ... <a < ... £a, < aq, bricht ab.

Beispiel: (I, <)

noethersche Ordnung: (Emmy Noether, 1882-1935, dt. Mathematikerin)
jede aufsteigende Kette a; <a, < ... <a < ... bricht ab.

Beispiel: .= eines terminierenden Semi-Thue-System

Ausblick: Diese Eigenschaften spielen eine wichtige Rolle bei
Korrektheits- und Terminierungsbeweisen
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2.3 Eigenschaften von Halbordnungen 53/53

Satz: (U, <) ist genau dann fundiert, wenn sie artinsch ist.

Beweis:

,="Sei (U, <) fundiert.
Jede Kette K ist Teilmenge von U
Kc U= inf(K) e K

,<* Sei (U, <) artinsch.
Annahme: Es gibt X € U ohne minimales Element x € X
Sei x, e X
= es gibt x, € X, mit x, = X, und x; * X, also x; < X,

= Induktion ergibt nicht abbrechende Kette x, > x, > x, > ...
= Widerspruch!
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